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SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
METODOS DIRECTOS

INTRODUCCION :

La solucion de sistemas de ecuaciones lineales &mma clasico de las matematicas, de
gran utilidad en ingenieria y ciencias. La resdocde sistemas de un numero de
ecuaciones considerables (10, 100, 1000, etc) agealidad hoy en dia gracias a las
computadoras, despertando un interés especialr dagsi#&cnicas directas e iterativas de
solucion, su programacion, el numero de los casculecesarios, la propagacion de
errores, etc.

Sin embargo, todo lo anterior requiere una revigi@nlos conceptos basicos sobre
matrices que se vera a continuacién luego seiasdlids métodos directos de solucién.
Los métodos directos proporcionan respuesta en amero fijo de pasos, sujeto
solamente a errores de redondeo.

1.1 Nociones Elementales de Matrices

o Sea la matriz:

a; 4, -

a a e a
A= 21 22 2n

aml am2 amn

o A es de orden mxn; sim =n, se dice que A es watanicuadrada.

o La matriz transpuesta'Ase define:
AT=[g]; j=1.m, i=l.n
Es de orden nxm.

o Una matriz cuadrada es simétrica si: A= A

n
o Traza de una matriz cuadrada de orden(A) = _Zl a.
1=
o Se cumple ademés que: Tr(A) = THA
Tr(A+B)H(A) + Tr(B)
Tr(AB) =(BA)

Las siguientes definiciones son para matrices adadrde orden n :

o D=[ dj]esuna Matriz diagonal sj & O, para todo # j, ademas siid= 1, se llama
matriz identidad I.

d, O 0 1 0
ool 0 e PR
0 .0

0 0O d 0 0 1
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o U =[] es unamatriz triangular superior cuandeQJ para todo i>j

U, Uy - Uy
0 u

u=| .22
0 0O u

nn

L = [l ] es una matriz triangular inferior cuange0, para todo i<j
l, 0 - O

L - I21 |22
Inl In2 Inn
o La Matriz A de orden “m” se llama no singular sisé& una matriz cuadrada B de
orden “m” tal que BA = I. B se denomina inversaAléA™). Si no existe dicha
matriz B, A es singular y ademas det(A)=0.
o Una matriz cuadrada A de orden “m” se llama ortorairsi AA = I.

o Definimos el polinomio caracteristicol(= det ( A -A 1) de grado “m”.

o Se llama espectrog® de la matriz “A” al conjunto de soluciones dedeauacion:
P@A)=0. Los elementos d&™ se denominan valores propios.

o Radio espectral de la matriz “Ap(A)=Max[]A|, A € .

o La matriz A es diagonalizable si existe una maBizno singular que verifica que:
BAB=D, donde D es una matriz diagonal.

o Todas las matrices simétricas son diagonalizables.
o Los valores propios de A son los elementos dedgaial de D.

o Una matriz A simétrica se llama definida positivaxs Ax > 0, para cualquier vector
columna x arbitrario no nulo.

o Si A es definida positiva entonces>8, para todo i.

o Si la matriz “A” es definida positiva entonces tedos elementos del espectro son
positivos.

o Teorema de Silvester : Si los determinantes desttmbbmenores principales de una
matriz son positivos, entonces la matriz es dedimdsitiva:

&, Qp 9y
Siidet| 7 " . T*11>0 Ok=12--,n
Qq Qo o Ay
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o A es de diagonal dominante, si para cada fila2s1,, n se cumple:
n
a2 Z‘aﬁ‘
j=1
J#I
o A es de diagonal estrictamente dominante, si padta Gila i=1, 2, ..., n se cumple:
n
a| > Z‘au‘
=t
J#i
o Normas vectoriales:

V=2

V|, = Zn:viz (Norma Euclidiana o cuadrética)
=)
V| =maxyv| Oi (Norma infinita)
o Normas Matriciales:

A = maxzn:\aﬂ\ j =1.--n (Suma de la columna maxima)

A = maxZ‘a”‘ i =1---n (Suma de la fila maxima)

M\ m (Norma espectral)

o Rango de una matriz:
Es el nimero de vectores linealmente independialgdses vectores fila o columna
de una matriz.

1.2 Sistema de Ecuaciones Lineales

Sea:

3% T apX, oA, =h
azl)(1+azzxz+"'aznxn :bz

A X X e an X, :Qn
Que se puede escribir en la forma matricial

Q; &, A, X b.l.
A Ay Ay || % bz

O - W R =™
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Cuando el vector “b” es nulo se denomina sistenmadgg&neo.

Para determinar si el sistema tiene solucion podempticar el teorema de Rouche-
Frobenius:

El sistema esAx =b compatible si y sélo si:RangdA) = Rangcmb)

Si el sistema es compatible hay dos posibilidades.
Si RangdA) = m=n, el sistema es determinado y tiespducion unica

Si RangdA) < n, el sistema es indeterminado y presenta infirstdgciones.

1.3 Condicionamiento de una matriz

Comparar la solucion de los siguientes sistemas:
X —=X=1 X1—X=1
X1 —1.00001x, = O X1 —0.9999%, = 0

Tienen las siguientes soluciones: (100001, 1000G0) (-99999, -100000)
respectivamente. Como se puede observar difieremonal pesar de los coeficientes casi
idénticos.

Un pequefio cambio en los coeficientes puede prowstaambio brusco en la solucion.
Si el sistema eAx=b el comportamiento es inestable si la matriz “Atadesnal
condicionada.

NUmero de Condicionamiento:

k(A) = HAHHA’lH

De las ecuaciones anteriores dice que gia ) es grande, pequefios cambios &ry b

pueden originar cambios importantes en la solucion.
Si A y b estan dados conh cifras significativas, el nimero de cifras ue puede

esperarse en la soluciones, puede estimarse mediarit—109,,(K(A))
Para el ejemplo anterior el alumno puede verifipar: k(A) = M\wHA‘le = 4.0000410°

Algunos autores recomiendan que el sistema esta@ondicionado cuand&(A) >10*,

pero basicamente esto depende de la cantidad desdég precisiént] con que se
realicen los célculos.

1.4. Solucion Numérica de los sistemas de ecuacistieeales

El objetivo de este apartado es examinar los aspeuiméricos que se presentan al
resolver sistemas de ecuaciones lineales de laform
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A X tapX, ¥ apX e+ X, =b1
Ay Xy T8 X, F Ay X+, X =b2

2n”*n

Ay X ApX, FAgXg +oo-t A X, = b3 (O])

QX Ta,X, t Xy -+ a, X, = bn

Se trata de un sistema decuaciones conincognitasxi, X, ..., X».. LoS elementos; y
bi son nimeros reales conocidos.

El sistema de ecuaciondsl) se puede escribir, empleando una representacificial,
como:

a;; a;, Qg aq, Xy bl

21 Gy Ayt Ay, X, bz
dy Qg Agg ot Ag, X | = b3 (02)
a, a,, ag - a4y, X bn

Entonces podemos denotar estas matriced,poy b de forma que la ecuaciéon se reduce
simplemente a:

Ax=b (03)

Los métodos de resolucidon de sistemas de ecuacsenpseden dividir en dos grandes
grupos:

« Los Métodos Directoso algoritmos finitos que permiten obtener la sidinalel
sistema de manera exacta, sujeto a errores dedealon

« Los Métodos Iterativos que utilizan algoritmos repetitivos que calculan |
solucion del sistema por aproximaciones sucesivas.

Al contrario de lo que pueda parecer, en muchasiawas los métodos iterativos
permiten obtener un grado de exactitud superigual se puede obtener empleando los
denominados métodos directos, debido fundamentédnsetos errores de truncamiento
gue se producen en el proceso.

De entre los métodos directos analizaremos el médedGauss y una modificacién de
éste denominado método de Gauss-Jordan y tamlséndtodos de factorizacion. Entre
los métodos aproximados nos centraremos en eliestied los métodos de Jacobi,
Gauss-Seidel y Sobre-Relajacion

1.5 Sistemadacilesde resolver

Analizaremos previamente un sistema que §&@El de resolver. Por ejemplo,
supongamos que la matriz de nxr presenta estructura diagonal, es decir, todos los
componentes distintos de cero se encuentran sali@gdonal principal. El sistema de
ecuaciones (02) toma por tanto la forma:
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a, 0 O - O X, b,
0O a, 0 - O X, b,
0O 0 a, - O X, |= | by 04)
o o0 0 - a, X, b,

En este caso el sistema se reduseauaciones simples y la solucion es:

b /a,
b, /a,,

X=|b;/ag 05

b,/a,,

Continuando con la busqueda de sistemas con soksficiles supongamos ahora que
A tiene una estructutaiangular inferior, es decir, todos los elementosAldistintos de
cero se sittan bajo la diagonal principal:

a, O o - 0 X, b,
a, a, 0 - 0 X, b,
& Qg Az o 0 X3 | = bs (06)
anl an2 an3 “' ann Xn bn

Es facil ver que el valor de se obtiene directamente a partir de la primeraaén.
Sustituyendo el valor conocido deen la segunda ecuacion es posible obtener el valor
dex,. Procediendo de la misma forma para el restosledaaciones, es posible obtener
todos los valoreg; , Xp, X3, ..., Xn UNO tras otro y en ese orden. El algoritmo forpaah
encontrar la solucién se denompstitucion progresivay se puede expresar como:

xi:(b,—iz_l:aijxjj/aji (i=12,...,n) ©7)

j=1

Se puede emplear el mismo razonamiento para eleraqae la estructura de la mathiz
seatriangular superior En este caso el sistema matricial adopta la forma

q, @, 3 o A, (X by
0 &y, 3 By X, bz
0 0 ay &, | [X%|= |b ©08)

y es posible obtener las soluciones en el orden. 1, ..., X1, empleando en este caso una

modificacion del algoritmo expresado por la ecua¢®/) y que denominados algoritmo
desustitucion regresiva

Solucion de Sistemas Lineales Métodos Directos Pag.6
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x:(q—_ia,.jxj)/aﬁ (i=nn-2..2 (9

j=i+l

Como es légico, los métodos descritos se puedéaapl todos aquellos sistemas que se
pueden convertir en un sistema triangular permuatafids y columnas de forma
adecuada.

1.6 La factorizacion LU
Supongamos qué se puede factorizar como el producto de una matiangular

inferior L con una matriz triangular superidr

A=LU (10)
En este caso, el sistema de ecuaciones dado pquq08a representarse en la forma:
LUx=b (11)

Si denominamog a la matriz columna de filas resultado del producto de las matrices
Ux, tenemos que la ecuacion (11) se puede reesdebsiguiente modo:

Lz=b (12)

A partir de las ecuaciones (11) y (12), es posittdatear un algoritmo para resolver el
sistema de ecuaciones empleando dos etapas:

- Primero obtenemog aplicando el algoritmo dseustitucién progresiva en la
ecuacion (12).

« Posteriormente obtenemos los valorex dplicando el algoritmo deustitucion
regresivaa la ecuacion

Ux=z

El andlisis anterior nos muestra lo facil que e®lker estos dos sistemas de ecuaciones
triangularesy lo util que resultaria disponer de un método nog permitiera llevar a
cabo la factorizacioA=LU. Si disponemos de una matAzlenxn, estamos interesados
en encontrar aquellas matrices:

hah 0O 0 -« 0 U1l Wiz u13 ot U4
lyy lpg 0 --- 0 0 uwom ugz -+ ugy
L = 531 fgg £33 wes 0 0= 0 0 Uzyg =++ Ugnp
'{ﬂl .!“2 '!1'13 en 'irm 0 ] 0 e Uge

tales que cumplan la ecuacién (10). Cuando esfoosible, decimos quA tiene una
descomposiciorLU. Se puede ver que la ecuacién anterior no detargerforma Unica
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aL y aU. De hecho, para cadgpodemos asignar un valor distinto de cerlg a ui
(aunque no ambos). Por ejemplo, una eleccion simpléjar l;=1 parai=1, 2, ...,n
haciendo de esto modo guesea una matriziangular inferior unitaria Otra eleccion es
hacerU una matrizriangular superior unitarialtomandau;=1 para cadd.

Para deducir un algoritmo que nos permita la faadoidon LU de A partiremos de la
férmula para la multiplicacién de matrices:

L] min (i)
“r‘:‘=zlfia“a:'= zl Lis ttg; (13)
§= =

en donde nos hemos valido del hecho delige@ paras >i y us=0 paras>j.

En este proceso, cada paso determina una nuewkfilay una nueva columna de En
el pasdk, podemos suponer que ya se calcularon lasfjl@s ..., k-1 deU, al igual que
las columnag, 2, ..., k-1deL. Haciendd=j=k en la ecuacion (13) obtenemos

k—1

@ik = Ikt Y Tstisk (14)
=1

Si especificamos un valor palia (0 parauw), a partir de la ecuacion (14) es posible
determinar un valor para el otro término. Conocigla¥ |k y a partir de la ecuacion (13)
podemos escribir las expresiones para-&sima fila (=k) y para lak-ésima columna
(j=k), respectivamente:

k-1

agj = lgugg + Y lksttsy (F+1<j<n) (15)
s=1

k-1

o = ligugk + Y lisusy (F+1<i<n) (16)
s=1

Es decir, las ecuaciones (16) se pueden empleaepaontrar los elementag y lix.

El algoritmo basado en el analisis anterior se oema factorizacion de Doolittle
cuando se toman los térmings= 1 paral<i<n (L triangular inferior unitaria) y
factorizaciéon de Crout cuando se toman los términog=1 (U triangular superior
unitaria). Estos temas se desarrollaran en 1.10.

1.7 Eliminacion Gaussiana basica

llustraremos el método de Gauss aplicando el pnmdedto a un sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro incégnitas:

Solucion de Sistemas Lineales Métodos Directos Pag.8
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6 -2 2 4 5 12
12 —8 6 10 2 | 34
3 —13 9 3 o | = 97 (17)
6 41 —18 o4 38

. . . 12
En el primer paso, multiplicamos la primera ecuaq@r E:Z y la restamos a la
) . , .3 1
segunda, después multiplicamos la primera ecuqmopé =§ y la restamos a la tercera
, . . ., —b
y finalmente multiplicamos la primera ecuacion p%l’— =-1vy la restamos a la cuarta.

Los numeros 2% y -1 son losmultiplicadores del primer paso del proceso de

eliminacién. El nimero 6 es elemento pivotede este primer paso y la primera fila, que
no sufre modificacion alguna, se denomiita pivote. El sistema en estos momentos
tiene el siguiente aspecto:

6 -2 2 4 1 12
0 —42 2 2 | 10
0 —12 8 1 e 21 (18)
0 23 —14 T 26

En el siguiente paso del proceso, la segundadilansplea comdila pivote y -4 como
elemento pivote Aplicamos del nuevo el proceso: multiplicamosségunda fila por

_—12:3 y la restamos de la tercera y después multiplicataosegunda fila por

2 1 - L 1
2 = 5 y la restamos a la cuarta. Los multiplicadoresesoesta ocasion 375 y el

sistema de ecuaciones se reduce a:

6 2 2 4 - 12
0 -4 2 2 | 10
0 02 -5 a | " 9 (19)
0 0 4 —13 74 9]

El tltimo paso consiste en multiplicar la terceraacion porE =2 y restarla a la cuarta.

El sistema resultante resulta ser:

6 —2 22 4 T 12
0 42 2 m || 10
0 02 -5 I I (20)
0 00 -3 x4 3

El sistema resultante es triangular superior y \&deinte al sistema original (las
soluciones de ambos sistemas coinciden). Sin empasgfe sistema es facilmente
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resoluble aplicando el algoritmo destitucién regresivaexplicado antes. La solucion
del sistema de ecuaciones resulta ser:

1
—3
-2
1
Si colocamos los multiplicadores utilizados al sfanmar el sistema en una matriz

triangular inferior unitarial() ocupando cada uno de ellos la posicion del ce®
contribuyo a producir, obtenemos la siguiente raatri

o=

1 000
2 100
L= 1 310
-1 -1 21

Por otra parte, la matriz triangular superidy formada por los coeficientes resultantes
tras aplicar el algoritmo de Gauss (ecuacion Z)), e

6 -2 2 4
0 —4 2 2
L= 0 0 2 -5
0 00 -3

Estas dos matrices nos dan la factorizatidrde la matriz inicial de coeficientes,
expresada por la ecuacion (17):

6 -2 2 4 1 000 6 2 2 4
12 -8 6 10 | 2 100 0 4 2 2
3 -139 3| 1 310 0 0 2 -5
-6 4 1 18 -1 -1 21 0 00 -3

Algoritmo de Eliminacion Gaussiana.

Entradan,(a;)
Parak=1,2,...n-1 hacer
Parai=k+1 k+2,...,n hacer

m — a, /a,
ak < 0
Paraj=k+1k+2,...n hacer
g < & —May
Fin
Fin
Fin
Salida 6;)

Solucién de Sistemas Lineales Métodos Directos PadLO
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Aqui se muestra un algoritmo en pseudocdédigo pevarla la practica el proceso basico
de eliminacion gaussiana que acabamos de desdtibieste algoritmo se supone que
todos los elementos pivote son distintos de cero.

1.8 Método de Gauss-Jordan

Como hemos visto, el método de Gauss transformmaalisiz de coeficientes en una
matriz triangular superior. EI método de Gaussdaoradontinia el proceso de
transformacion hasta obtener una matriz diagorigdnien (g;=0 para cualquier # j ).

Veamos el método de Gauss-Jordan siguiendo coperapk empleado en el apartado
anterior. Aplicando el método de Gauss habiamgadle a la siguiente ecuacion:

6 —2 2 4 Tl 12
0 —4 2 2 z, | | 10
0 0 2 -5 X3 - —9
o0 00 -3 T4 —3

Ahora seguiremos un procedimiento similar al engidean el método de Gauss.
Tomaremos como pivote el elemergg = —3; multiplicamos la cuarta ecuacion por

-3 .
7 y la restamos a la primera:

6 —2 2 0D T 8
0 -4 2 2 z | 10
0 0 2 -5 ] N —9
0 00 -3 T4 —3

Realizamos la misma operacién con la segunda greefita, obteniendo:

6 —2 2 0 1 8
0 4 2 0 g _ 8
0 0 2 0 €3 N —4
0 0 0 -3 T4 -3

Ahora tomamos como pivote el elemeaig=2, multiplicamos la tercera ecuacién por

2 .
> =1 y la restamos a la primera:

6 2 0 0 T 12
{] —4 2 U ra _ 3
{] {] 2 [] Iy - —4
0 00 -3 T4 -3

Repetimos la operacion con la segunda fila:
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6 -2 0 0 &1 12
0 —4 0 0 T . 12
o0 02 0 T3 N —4
0 00 -3 T4 -3

Finalmente, tomamos como pivatg=-4, multiplicamos la segunda ecuacion |9_6£-12F y

la sumamos a la primera:

6 00 0 T 6
0 —40 0 To . 12
0 02 0 T3 N —4
0 00 -3 T4 -3

El sistema de ecuaciones anterior es, como herstis féicil de resolver. Empleando la
ecuacion (5) obtenemos las soluciones:

1.9 Pivoteo

Sin embargo, los algoritmos de Gauss y Gauss-Jouaacabamos de describir pueden
dar lugar a resultados erréneos facilmente. Pon@® analicemos el siguiente sistema
de ecuaciones, en el gukees un nimero muy pequefio pero distinto de cero:

e 1 1 1
1 1 Ty 2
Al aplicar el algoritmo Gaussiano se obtiene aligigte sistema triangular superior:

(5 00) (2) - (o)

- —1
L2 = 1_:—1
-1
z1 = (L — z3)e
En el computador, s es suficientemente pequefio, los térmisd'y 1-O'se
calcularan como un mismo numero, por lo qye=1y x, =0. Sin embargo, la solucion

correcta es:
I = % =1
15

Ty = ~1

y la solucion es:

Solucion de Sistemas Lineales Métodos Directos Padl2
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Tenemos entonces que la solucion calculada eseaexacbx, pero extremadamente
inexacta para;.

El problema anterior no radica en pequefiezdel términoa;, sino en suequefiez
relativa respecto de los otros elementos de su fila. Lalasidon que podemos extraer es
gue un buen algoritmo debe incluir el intercambie dcuaciones cuando las
circunstancias asi lo exijan. Un algoritmo que clemgste requisito es el denominado
eliminacién gaussiana con pivoteo de filas escadada algoritmo Gaussiano que
acabamos de describir no es satisfactorio en ladaezh que fracasara ante sistema
donde alguno de los pivotes se haga “cero”. Un bakgoritmo debe incluir el
intercambio de ecuaciones en un sistema cuandartasistancias asi lo exijan. En la
practica frecuentemente es deseable realizar amdrios en las filas que contienen a los
elementos pivotes, aun cuando estos no sean ceand@ los calculos se realizan
usando aritmética de digitos finitos, como seriaaslo de las soluciones generadas con
calculadora o computadora, un elemento pivote queeguefio comparado con los
elementos de debajo de el en la misma columna pileage a un error de redondeo
sustancial.

1.10 METODOS DE FACTORIZACION

Ahora detallaremos las diversas variantes de ldedné de factorizacion LU que se han
descrito antes. Una matriz A se puede factorizanacel producto de una matriz
triangular inferior “L” y de una matriz triangulauperior “U”. Esta factorizacion existe
cuando se puede resolver el sistema lineal Ax=b gloninacibn Gaussiana sin
intercambio de filas y columnas. El sistema LUx x-Ab puede transformarse entonces
en el sistema:

Ux=L"b y como “U” es triangular superior, se puede aplla sustitucion hacia atras.

Considere una matriz A que puede factorizarse &rhaa:
A=LU

Estudiaremos tres tipos de Factorizaciones:
» Factorizacion de Doolittle
* Factorizacion de Cholesky
» Factorizacion de Crout

Factorizacion de Doolittle
Aplicable a cualquier tipo de matriz

Condicion: }=1 para i=1,2,...,n
Por ejemplo para el caso de una matriz A de orgdn n

a:l.l a':I.2 a13 a14 lll O o o ull u12 u13 u14

a21 a'22 a'23 a'24 - I21 |22 o o o u22 u23 u24
a‘3l a32 a33 a34 I3l |32 |33 o O 0 u33 u34
a41 a'42 a43 a'44 l 41 l 42 I 43 I 44 O 0 O u44

Los elementos conocidos de A (n=4) nos permitentgéa 16 ecuaciones. Para tener una
solucion unica se requieren 4 condiciones adicempéra los elementos de L y U.

Solucién de Sistemas Lineales Métodos Directos Padl3
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Hacer !_1:|22:|33:|44:1
Algoritmo de la Factorizacién de Doolitle
Inicio
l"Ill = all
Paraj = 2 Hasta nHacer
Uy = 8y
l, =a,/u,
Fin_Para
Parai = 2 Hasta n-1 Hacer

i-1
Ui = a; _Zlikuki
k=1

Paraj = i+1 Hasta nHacer

Fin_Para
Fin_Para

n-1
unn = ann - Z Inkukn
k=1

Fin

Factorizacion de Cholesky

Sea el sistema de ecuaciones lineAles= b dondeA essimétricay definida positiva
entonces el método de Cholesky para la resolu@bsistemad x = besta basado en la
descomposicion de la matézcomo sigue:

A=LL
Donde:
A : Simétrica y definida positiva

L : Triangular Inferior
LT : Triangular Superior

Solucién de Sistemas Lineales Métodos Directos Padl4
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a; aﬂ oAy |11 o - 0 I11 |21 In1

Ay 8y ... — I21 |22 00 I22 |n2
0|0

ay o Ay, Inl In2 Inn 0 0 0 Inn

Algoritmo de factorizacion de Cholesky

Entrada Ordenla Matriz" n"y elementoslela Matriz simetrica' A
Salida :Elementd;,i<j<i;l<i<n de"L"
Inicio

I11 - a'11

Paraj = 2Hastan Hacer
IJ.1 = ail/I 1

Fin_Para

Parai = 2 Hastan -1Hacer

i1
_ 2 1112
lii _[aii _Zlik]
k=1

Paraj =i +1Hastan Hacer

1 i-1
i :r[aji _giljklik]

Fin_Para
Fin_Para

< 2 112
Inn :[ann _Zlnk]
k=1

Fin

Factorizacion de Crout para sistemas tridiagonales

Sea el sistema de ecuaciones line#les = b dondeA estridiagonal, entonces los
algoritmos de factorizacion se pueden simplificansiderablemente en el caso de
matrices banda debido al gran nimero de cerospgpre@en en estas matrices.

Condicién:u;=1 para i=1,2,...,n

A=LU
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fa, a, 0 O 0 l, 0 .. .. e 01 u, 0 ..

y 8, ay 0 0 L, 1,, 0 .. .. 00 1 u, O

0 a, a; ay . 0 I, I, O .. 0

0 0 an—l,n—2 an—l,n—l a'n—l,n 0 0 In—l,n—2 In—1,n—1 0 . 1 un—l,n
| 0 0 e @n | |0 .. .. O lopr O . o .. O

Algoritmo de Crout

Dado el sistema A x = b, cagxtridiagonal de orden “n”, obtener la solucion apro
Entrada : Orden de la matriz “n” y elementos denddriz “A”.

Salida : La soluciomy, X, ... X,

Inicio

Ill = all

u12 = a12 /l 11

Parai = 2 hasta n -1 hacer
li,i—l = Qi
l; =a; - Ii,i—lui—l,i
Ui = ai,i+1/l i

Fin_Para

In,n—l = a'n,n—l

Inn :ann _l

u

n,n-1~n-1,n
Resolver Lz =b sust. directa
Zl = bllI 11
Para i = 2 hasta n hacer
z, =N )b, —1,,z,4]
Fin_Para
Resolver Ux =2z sust. inversa
X, =z,
Parai = n -1hastalhacer
Xi =Z; = Ui iaXin
Fin_Para
Fin
Ejemplo: Encuentre las factorizaciones de Doolittle y Gaeila matriz:
60 30 20
A= 30 20 15
20 15 12

La factorizacién de Doolittle es, a partir del algoo:
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100 60 30 20
A= % L 0 0 5 5 | =LU
11 0 0 %

En vez de calcular la factorizacion de Crout dasetnte, la podemos obtener a partir de
la factorizacion de Doolittle que acabamos de Eéectivamente, si tenemos en cuenta
que la matriA es simétrica, es posible comprobar que se curapkddcion:

A=LU=U'L"

por lo que la factorizacion de Crout resulta ser:

60 0 0 1 5 3
A= [30 5 0 01 1 =urrr
20 5 % 0 01

1.11 Error en la solucién de sistemas lineales

En una computadora o calculadora, la EliminaciorusSiana involucra errores de
redondeo a través de las operaciones aritméticstog errores conducen a errores en el
calculo de la solucion del sistema lineal. En esgtecion, veremos un meétodo para
predecir y corregir los errores en la solucion walda. Para lo cual, examinamos la
sensibilidad de la solucion para pequefios cambies tomo los errores de redondeo.
Hagamos que Ax=b denote el sistema a ser resyeliagamosx denote la solucién
calculada. Defina

r=b- Ax (21)
Esto es llamadoesidual en la aproximacion de b pokx. Si x es la solucion exacta,
entonces es igual a cero. Para relaciormacon el error erx, sustituyab=Ax en (8),
produciendo
r=Ax— Ax=A(X - X)
Hagamose= x — X, el error enx. Entonces
Ae=r (22)
El errore satisface un sistema lineal con los mismos caefiei de la matriz A como en
el sistema original Ax=Db.
Para encontrae, resolver (9). En la solucion original de Ax=bs lmatrices L y U
deberian guardarse, con un conocimiento de cualgosible cambio de filas, porque
esta informacion puede ser usada para resolver é@¥mun costo computacional mas
pequefo.
Sea el ejemplo:

0.729x + 081x, + 09x, = 0.6867
X X, + X = 0.8338
1331 +121x,+11x, = 1.0000

Usaremos cuatro digitos decimales con redondesolu&ion exacta del sistema es
x, =0.2245 x, =0.2814 x, =0.3279

Correctamente redondeado a cuatro digitos.
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Para ilustrar la estimacion del errer consideremos la solucién del sistema por
eliminacion Gaussiana con pivoteo. Esto condueeradpuesta
X, =0.2251 x,=0.2790 x,=0.3295

Calculando el residual r de la forma descrita @onerente, usamos ocho digitos en
punto flotante, y redondeamos los componentestaggat del residuo a cuatro digitos
significativos,

r =[0.00006210 0.0002000 0.000351¢'

Resolviendo el sistema lineal con el nuevo ved®lr lado derecho, obtenemos la
aproximacion

&=[-0.0004471 0.002150 -0.001504

Compare esto con el error verdadero

e=x-X=[-00007 00024 -0.001§"

Estabilidad en la solucion de Sistemas lineales

Los errores de redondeo en la Eliminacion Gaussisaconducen a errores en el
calculo de soluciébn errores deAx = b, como hemos mostrado anteriormente.
Examinaremos el grado de sensibilidad de la saluxié estos errores. La complejidad
de la eliminacién Gaussiana con las operacionéséticas se hace dificil hacer un
analisis directo de los efectos de estos erroreedendeo. En su lugar, veremos el
efecto de la solucion x frente a hacer pequefiodicanen el lado derecho b del sistema
lineal.

HagamosB sea una aproximaciéon a b, y consideremos la swiucide

AX=b

Para examinar la sensibilidad de x a pequefios camibds preguntamos por el tamafio
de x- X en comparacién cob-b . La ecuacién del residual se ajusta dentro de est
esquema, cob =b-r

Ejemplol. El sistema lineal

5x1+ 7% = 0.7

X +10:=1 *)

Tiene la solucion

X1 = 0,X2 =0.1

El sistema perturbado

5x, +7x, =07

7x, +10x,=1

Tiene la solucién

X, =017 x, =022

Cambios relativamente pequefios en el vector diel teerecho (*) han conducido a
grandes cambios en la solucién.

Para enfatizar la relaciébn entr& -x y b -b, introducimos las siguientes
definiciones de la medida de un vector y una matriz
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|17 = l<i< n| z|,  order{z)=nx1 23)

|A|= < <n ‘a,]‘ order{A) = nxn

Estas cantldades son llamadas normas de vectoreatnces respectivamente, y se
puede demostrar que satisfacen las siguientesudddigles.

PL Jy+x<I¥+|4

P2 [[A+B|<|A+[B| (24)
P3. [AB]<|Al8|

Pa. [A4<[Al4

Para examinar el errok —X , observamos que:
X=X < maxx —x

I<isn
El maximo de los errores en los componentes de

Teorema 1 Consideremos A no singular. Entonces, la soludémAx=by Ax= b
satisfacen

p-5]

P sl e ] @)

y para una adecuada eleccién deﬂo,ya desigualdad se convierte en igualdad.
Prueba. Sustraedx =b a partir deAx = b, conseguimos:

Alx-x)=b-b

X—X= A‘l(b—B)

Usando (P4) de_(24): B
<= =|a*b-B) <[[a"] |o-B]

Dividiendo por|x| obtenemos:

x=x| _[A*lb=b] _, sy I
AL D

Usando (P4) de Nuevo, obtenemos:

i =A% < [ Al

y sustituyendo el lado derecho de (26) para obté®). Omitimos la prueba de la
sentencia final en el teorema.

El resultado (25) compara los errores relativoxdelos errores relativos de.
Se dice que Q\A\HA*H es muy grande, entonces el error relativaxdgebe ser mayor que

el error deb X
El numero K(A) = M\HA*H (27)

es llamando numero de condicionamiento. Cuandoessteuy grande, la solucion de Ax
= b seria muy sensible a pequefios cambios en b. |® motacion anterior del residual,

Solucién de Sistemas Lineales Métodos Directos Padl9



UNI-FIM-AACIBAH Métodos Numéricos - MB536

pequefios cambios en el residual conducirian a gsagdores relativamente grandes de
X comparados con X

Tales sistemas son llamados mal condicionados,aeto tque los sistemas con un
pequefio nimero de condicionamiento son llamadosdoirdicionados.

Ejemplo
Un ejemplo bien conocido de matriz mal condicionesléamatriz de Hilbert
i 1 1 1 ]
1 = = =
2 3 n
i1 1 1
=2 3 4 n+1
i1 1
LN n+l n+2 2n-1]

Cuando incrementamos n,,de llega a incrementar su mal condicionamientoa Pa
ilustrar el mal condicionamiento, Hagamos n=4 yrdehosH, la matriz redondeada a
cinco cifras significativas dél ,:

1.00000 0.50000 0.33333 0.250000
0 = 0.50000 0.33333 0.25000 0.20000

* 10.33333 0.25000 0.20000 0.16667
0.25000 0.20000 0.16667 0.14286

Para ver queH, esta bien condicionada, compare cbh,'yH,". Estas son las

soluciones deH,X =1 y H,X =1, entonces
16 -120 240 -140
o= -120 1200 -2700 1680
! 240 -2700 6480 -4200
|—140 1680 -4200 2800
[ 16248 -12272 24649 -14420
qt- -12272 12299 -27713 17261
) 24649 -27713 66501 -43100
| —14420 17261 -43100 28711

Los errores enliestén en el sexto lugar decimal, pero algunos deefoores en
ﬁglestén en el segundo lugar decimal. Esto es un oamignificativo en cal
compararse coir ,. También por el célculo directo,

cond(H,) =|H,| HH[lH = (%25)(1362() = 28000
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Esto es consistente con la perdida de cuatro cHigsificativas en ﬁfcuando
comparamos coi ;*

Ejercicios resueltos de ecuaciones lineales usandétodos Directos

1.- Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones Adonde:

;1 11
2 3 1
A = 1 } E : b=0
2 3 4
111 0
3 4 5
a) Resolverlo por Gauss con fracciones.
b) Resolverlo por Gauss con 2 decimales correctos.
C) Resolverlo por Gauss Jordan con 4 decimalescos.
Solucion:
|
1 11y
f, - 2 3 k=1
f i1 110 m, =—% i=k + 1N
3 272 3 4, “ T a,
fa-]1 1 1 0 1 1
525} m215;m31§
fz - fz_mzlfl
f3 - f3_rr51f1
1 1 1y 1 L 1oy
2 3 m,, =1 2 3
1 1. 1 1 1.1
0 — —1-= - 0~ —1-=
12 121 2 12 12 2
o L 411 o o il
12 451 3 180" 6
f3 - f3_m32f2
X, 9
x=|x,|=|-36
Xy 30
1.00 0.50 0.33 100 k=1
| .
b) 050 0.33 0.23000  m, :Z—'k i =k +1,0In
kk

0.33 0.25 0.33 0.00
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fz - fz_mz1f1
fs - fs_n‘Elf1
1.00 050 0.33 1 m,, =1.00 (1.00 0.50 0.33 1
0.00 0.08 0.08 050 . 0.00 0.08 0.08 050
0.00 0.08 0.09 -0.3 0.00 0.00 0.01 017
X, 7.02
x=|x,|=|-2325
X, 17.00
1.0000 0.5000 0.33331.000 1 00
c) A® =10.5000 0.3333 o.250'po.oooo ; JY =]-05000 1
0.3333 0.2500 0.33330.000 -0.3333 0
1.0000 0.5000 0.3333 10000 1 -60024
S A@=JWxA®=| o 00833 00833-05000 ; J?=|0 1 0
0  0.0833 0.0889 -0.333 0 -10000
1.0000 0  -0.1667 4.0012 1 0 297679
=A® =3@*A@ =1 0  0.0833 0.0833' -05000 ; J¥=|0 1 -14875
0 0  0.0056! —0.1667 00 1
1.0000 0 0 | 89635
=AW =30xA08 =1 0 00833 0 i—2.9797
0 0  0.0056 01667
X, 8.9635
x=|x,|=|-35770
X, 29.7679

2.- Para el siguiente circuito, obtengr I, e |, usando Gauss. Realizar los calculos
usando3 decimales correctamente redondeados.

Solucion:

El sistema de ecuaciones que permite obtgnérd L es el siguiente:
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19, - 13, + 0 = 100
- 18, + 30, - 10, = O
0 - 10, + 21, = O
Matricialmente:
19 -15 0 !100 k=1
15 30 -1o§ 0 mik:ZA i = k + 1IN
0 -10 =217 0 M, =-0.789 ; m,= 0

19 -15 0100 m,, =-0.551 (19  -15 0 | 100
|
|

0 18.165 -10789 . 0 18.165 -10 | 789
0 10 211 0 0 0 15.490 4347
1) (9.912
1=]1,|=|5899
1,) 2807

3

3.- Resolver por Gauss, usando pivoteo parciasjgeliente sistema de ecuaciones: (3
dec.)

1 2 3! 1), -3 -4 -6!-2'm,, = -0.667
[ pivote [
2 3 4;-1"" 3 4! -1m, =-0333
3 -4 -6!- 1 2 311 -
3 -4 -6 | -2\ . 3 -4 -6 | -2 \m, =0497
[ pivote [
0 0332 -0002 - 233 0 0668 1002! 033 .

H
0 0668 1002! 033 0 0332 -0002 - 233

3 -4 -6 | -2
|

0 0668 1002! 033

0O 0 -0500 -266

X, 0

x=|x,|=|-7501
Xy 5334
4.- Dado el sistema:

8, + Xx, + X; + X%, = 19

- X, + X, + 2X, = 10

X, + 2x, + 6x; - x, = 13

2x, + X, + 6x, = 15

Resolverlo por triangularizacion (método de Gauss)ndo pivoteo parcial y trabajando
con 3 decimales correctamente redondeados.
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Solucion:

8 13 2/19 (8 1 3 2 | 19

17 2 0l1d |0 7125 2375 0250 12375

1 2 6 -1/13 |0 1875 5625 - 1250 10625

2 10 611 0 0750 -0750 5500 10250
8 1 3 2 | 19 8 1 3 2 | 19
0 7125 2375 0250 12375 |0 7125 2375 0250 12375

“lo 0 5000 -1316 7368 |0 O 5000 - 131§ 736
0 0 -1000 54741 8947 |0 0 0 52111 104
x,) (1000

—_| x| _| 1000
X, | | 2.000
x,) 200

5.- Resolver, usando el método de factorizacionCdeut, el siguiente sistema de
ecuaciones. Realizar los calculos con tres decsgnale

3 2 010
13 213
05 632
Solucion:
l, 0 O0Y(Lu, O0) (320
L*U=A = [I,, I, 0[*]0 1 wu,|=[1 3 2
l, l,)lo o 1) o5 6
I,*1 = 3 .
AT 3*u, = 2 = u, = 0667
3 0 0)(1 0667 0) (3 2 0
11, 0o 1 u,|=l1 3 2
0l, I,)lo0 o 1) (058
1*0.667+l,, = 3 = 1, = 2333
; 2.333 Uy =2= U, =08571
l5, =5=1, = 5
1 0667 O 320
1 2333 0[*/0 1 08571=|1 3 2
0 0 1 05 6

5% 0.857 1+ |33 =6=1,,=17143
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3 0 0 1 0667 0333) (3 2 0
12333 0 |*/0 1 08571=[1 3 2
0 5 17143/ (0 © 1 056
[ U A
AX=b=LUx =Db
=
y
Ly=Db
Ux =y
3 0 0 Yy, (10 y,) (3333
1 2333 0 |y, |=|13| Oy=|y,|=|4143
0 5 17143|y,) (32 y,) (6583
1 0667 0 )x) (3333 x,) ( 4333
0 1 0715|x,|=|4143] Ox=|x, |=|-1500
0 0 1 )\x,) (6583 x,) | 6583

6.- Solucionar un sistema Ax = b con el método lddn pivoteo parcial. Usar 3
decimales.

15 1 - 6.5
A=|16875 225 4 b=18.68
-225 -3 8 1.75
l, 0 O 1 u, u;, 15 1 -
L*U=A = |l,, I,, O[*|0 1 wu,|=|16875 225 4
l, |, 14 \O 0 1 -225 -3 8
l,*1 = 15 -
l,,*1 = 16875 Pivoteo
l,*1 = -225
l, o o) (10, u, (-225 -3 8 1.75
[Tﬂ I, 0[*0 1 0y,|=|16875 225 4 0JO: b=18.68
l,, 1, I \0 0 1 15 1 - 6.5
l,*1 = -225 . )
S -225*0,=-3 = u,=0133
ly*1 = 16875 2508 o> D.=-0356
l,,*1 = 15

225 0 0} (1 0133 -0358 (-225 -3 8
16875 1,, 0|*|0 1 0y |=|16875 225 4
15 1, I,/ 0 o0 1 15 1 -
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16.875*0.133;!4;2:2.25 = j22=0006 PIVOTEO
15* 0133+1,,=1 = l,=- 0995
225 0 0) (1 0133 -0358 (-225 -3 8 1.75
15 1, O0f*|0 1 U, |=| 15 1 -1 b=| 65
16875 1, I.,) (0 0 1 16875 225 18.68
l,, =0.006
1,, =-0.995 -15*0.356-0.995y =-<b ~y=-4.362
225 0 0) (1 0133 -0358 (-225 -3 8
15 -Q0995 O0|*|0 1 -4362=| 15 1 -1
16875 0006 I,/ (0 0 1 16875 225

-16.875*0.356-0.006*4.362 +J=4 = |,, = 10034

225 0 0 1 0135 -0358 (-225 -3 8
15 -Q0995 0 |*]0 1 -4362=| 15 1 -1
16875 0006 10034 \0 O 1 16875 225

L U A

Ax=b=LUx=b

y

Ly=Db

Ux =y
-225 0 0 \(y, 175 y,) (-0078
15 -0995 0 |ly,|=| 65 | Oy=|y,|=|-7.709
16875 0006 10034y,) \1868 Ya 1998
1 0133 -0358(x,) (-0.07 x,) (0499
0 1 -4362|x,|=|-7709] Ox=|x,|=|1006
0 0 1 )\x, 1998 x,) 1998

7.- A partir de la factorizacién anterior (Pr.6hbtener la factorizacion segun Doolitle de
la matriz de coeficientes y resolver.

Solucién:
1 0133 -035
U.=|0 1 -436
0O O 1
-225 0 0 -225 0 0
L.=| 15 -Q995 0 |[=>D=| 0 -0995 0
16875 0006 100 0 0 1003
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-0.044 0 0

D*=| 0 -1005 O

0 0 Q10
Se tiene la siguiente propiedad de caracter general
L, = L,*D™
u = D*U,
Reemplazando en éstas ecuaciones las matriceBergeye obtiene:

1 0O O

L,=L.*D*'=| -066 1
-0.743 0006
-225 -2993 801

U,=D*U.=| 0 -0995 4340

0 0 1003
1 0 0y (-225 -2993 801} (-225 -3 8
-066 1 O0* 0 -0995 4340 =| 15 1 -1
-0.743 0006 0 0 10034 \16875 225
L U A
AXxX=b=LUx=Db
—_—
y
Ly=Db
Ux =y
1 0 0fy, 175 Y, 175
-066 1 Oly,|=| 65 Oy=|y,|=| 7.655
-0.743 0006 1y, 1868 y,) \19.94
-225 -2993 801\(x, 175 X, 05
0 -0995 4340|x,|=| 7.655| Ox=|x,|=|0974
0 0 10034\x,) \19.94 x,) 1987

8.- Considere un sistema de ecuaciones de ordam;mAx = b.

a) Indique en que caso es posible aplicar el mé&deddholesky.
b) Muestre un procedimiento analitico que periniartir la matriz de
coeficientes, usando la factorizacion de Cholesky.

C) Considere:
5 3 -2

A=|3 2 -2 , bHo0 -1, )6
-2 -2 5

Determine si es posible aplicar el método de Chyglgmra resolver el sistema
Ax=b, y en caso que asi sea, resuélvalo.
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OBS: Use tres decimales correctamente redondeados.
Solucién:

a) El método de Cholesky es aplicable si A es sio@y definida positiva.
b) Segun método de cholesky A = [®*L.donde L es una matriz triangular inferior.

D A—l:(LLT)—l=(LT)—1*L—1=(L—1)T*L—1
Luego, se debe solo invertir Ly usar* & (L™) " *L™

c) Se ve claramente que A es simétrica. Ademasrse: t

5
A, =detg)>0 , A, = 3

j:1>0 , A3: det(Ax=1> 0
Entonces se puede aplicar el método de Cholesky.

Solucion por Cholesky:

l, 0 0 (Iy I, 1y (5 3 -2
L*L"=A = |l,, l,, 0|0 I, I,/=[3 2 -2
0 0 I, \-2 -2 5

|31 |32 |3

1 3
l,, =+, =+/5=2.236 ; o1 = (@) = 5= 1.342
11 .

_—2

o= 0894 1 L, =\Ja, - 1,2 =\/2-1347 = 0.446

1
5y = |_ (as) =
11

1 1
= I—(a32 —ll,) = O.746[—2+ 0894+ 1342=-1.794 ;

22

|32

|33 = \/a‘33_(| 212 +|322) = \/2_ 0894"Z - 1794 = 0991

2.236 0 0
L=| 1342 0446 0
-0894 -1794 099

Ax=b:>Lg5=b

y
Ly=Db
L™x =y
2.236 0 0y, 0 Y, 0
1342 0446 O ly,|=|-1| DOy=|y,|=|-2242
-0894 -1794 0991y, 5 Y, 0.987
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2236 1342 - 0894 x, 0 x,) (1010
0 0446 -1794/x,|=|-2242 0O x=|x,|=|-1020
0 0 099V\x,) \ 0987 x,) \ 0996

9.- Considere un sistema de ecuaciones de la forma:

a:I.lxl + a12 X2 + a:I.3 X3 = bl
a21X1 + a22 X2 + a23 XS -
aSlxl + aSZ X2 + a33 XS -

(!
Jolik=)

a) Sefale las condiciones que debe cumplir la mdéli sistema A del sistema para que
éste pueda resolverse por el método de Cholesky.

b) Suponiendo que la matriz A cumple esas condésipdescriba dicho método para
obtener la solucién del sistema y deduzca un digorpara el calculo de los elementos
de las matrices triangulares involucradas.

c) Calcule mediante ese algoritmo las matriceaguéres que factorizan la matriz

9 -3 30
A=|-36 192 -18
30 -180 180

Solucion:
a) El método de Cholesky es aplicable si A es sio@y definida positiva.
b) EI método de cholesky consiste en factorizanddriz de coeficientes de la forma:

A=L*LT; donde L es una matriz triangular inferior.
Una vez obtenida la factorizacion, la solucionsisiema Ax = b se encuentra al resolver
dos sistemas de ecuaciones equivalentes.

Ax=b=1LL'x=b
y

Ly=Db

LT™x =y

La matriz L, y por tanto su transpuesta se encaerme la siguiente forma:

|11 0 0 Ill l 21 I 31 all a12 a13
L * LT =A = I 21 I 22 O * O |22 | 32 = a21 a22 a23
ly 1 149 L0 I \a &, &

1
I, =vay 5 ly=—(@y)

Ill
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1
I :Va22_|212 , |31:|_(as1)

11

_1 . _ 2 2
|32_|_(a32_|31|21) ) |33_\/333_(|31+|32 )
22

Generalizando:

9 36 30
A=|-36 192 -18
30 -180 180

1 -36
1 =48y :\/523 , |21:|_(a21) :T: -12

11
., =Ii(a31) =3—;= 10 ; l,=+a,- |,’ =~4/192- 144= 4/3
11

1 1 15
|, =—(a, - l.l,) =——[-180+ 12* 1=-—2
32 |22( 2~ lail 2) 4\/?3[ (]) @

|55 =\/a33_(|312 +|322) =4/180- 100~ 75=\/§

3 0 0 3 -12 10
OL=|-12 3 0 L=|0 3 -1
10 -15- V5 0 0 5

n
Condicionamiento de A usanda|_ = max>[a,| (suma por renglones)
k=1

I<isn 4=
3
i=L >la,J=  9+36+30= 75
k=1
i=2 >la,|= 36+192+ 18G= 408 O|A)|, =408
k=1

i=3 la,|= 30+180+ 18c= 390
k=1

De manera analoga, pard Ase obtiene: HA*HW =183

Luego : K(A) =|A| Ja | =746 ; y =——"——=000134

1
AL,
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[0 El sistema esta mal condicionado.
10.-

a) Considérese al sistema de ecuaciones lineales Bxen que A es una matriz no
singular. Supéngase que A no este sujeta a peciortes y que el vector b tiene

asociado un errakb, por lo que el vector x tiene un error asociAda Probar que una
cota del error relativo para x esta dado por :

[[ab]

P < k)

[

b) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

0.729%; + 081x, + 09x, = 0.6867
X, + X, + X, = 08338
1.331x, + 121x, +11x, = 1.0000

Resolverlo por el método de triangularizacion zaifido la técnica del pivoteo parcial.
Efectuar los calculos redondeando al cuarto digitndal y realizar un estudio del error
del resultado obtenido. Suponga que los datos mddlgma tienen todos sus digitos
significativos correctos.

Solucién:

a) Si se designa pdb la perturbacién de b, esto genera una pertunhdoiéen la
solucion x del sistema, es decir:

A(x + %) =b +Ab

Ax + AAX = b+ Ab
ComoAx=b= M x=Ab = A x=ADb

x| <A~ o] (1)
Ax=b = b=Ax

bl <Al T )

-1
De (1) y (2) se ontiend A 711200 ||A||—|| NS H||”Abtﬁ||

Il bl

Como K(A) es el nimero de condicion, dorided) =[A || |A |

HAXH

|Ab]

“AV b
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b)
0729 081 09 06867 (1331 121 11 1000pm,, = 07513
| |
1 1 1! 0833 pH 1 1 1! 0833§m, =05477
1331 121 11 1000 0729 081 09 068 .
1331 121 11 | 10000 1331 121 11 | 1000pm,, =06171

I glvote I
0 00909 01736 008 N 0 01473 02975 01390 =
0 01473 O 297?; 01390 0 00909 O 1736$ 00825

1331 121 11 | 1000
|

0 01473 02973 0139

0O 0 -Q010/-0003

X, 0.226

x=|x,|=]02770

X4 0.330
Estudio del error:

Considerando que tanto A como b pueden sufriugeationes:

|| KA) {IIAAII . IIAbII}

M PATLIAT T T
]
0.0005 0005 OO0 555556 - 100 45454 0.0000
AA =] 05 05 Q5| ; A" =|-116667 200 - 863636; Ab=|0.0000
0.0005 0005 00 611111 -99 40909 0.0000

*** SE DEBEN ELEGIR NORMAS COMPATIBLES ***
Para estudio de error es conveniente usar nornmaanf

|Al_ =3641
HA’le =403030

IaA =15 |ab =0.00005;
x| =0.3300

. _ 10018+ [ax] = 03306
[ T

6}K(A) =14674344

b_ =1.0000

Nota: Si solo b sufre perturbaciones Rel(x) = 03¥73
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Si sélo A sufre perturbaciones Rel(x) = 604.5460

11.- Se desea resolver un sistema de ecuacioresdelifn AX = b. Las entradas de la
matriz A se conocen de manera exacta, no asi ehdegniembro b. De éste, se tienen
valores medidos de sus entradas b', con erroresedeiondb :=b' - b. Al resolver el
sistema se obtiene una solucion aproximada X' onesox := X' - X.

a) Demostrar que el error relativo de la solucidicwada estéa acotado por

K oml B
x =B

dondeK (A) :=M\HA‘1H es el nimero de condicion de la matriz A en esmao

b) Acotar en norma infinito el error relativo dedalucion que se obtiene al resolver el
sistema

2 -1 0 0 O0)x,) (1018
-1 2 -1 0 O0|x,| |-0534
0 -1 2 -1 O|x,|=| 1625
0 0 -1 2 -1|x,| |-0.098
0 0 0 -1 2/x 2.001

5

si se sabe que el segundo miembro fue correctamesadeado a tres cifras decimales

y que la inversa de la matriz del sistema es laienge:

5

olk
N W b

1

4
8
6
4
2

3 2
6 4
9 6
6 8
3 4

1)
2
3
4

S

(Justificar la respuesta)

c) ¢, Qué puede decirse de una matriz A cuyo numeecoidicion eK (A) :=0.001?
Solucioén:

a) Si se designa pdb la perturbacion de b, esto genera una pertumbdoiéen la
solucion x del sistema, es decir:

Adx =A(X'=x) =AXx'-Ax =b'-b =db
Adx=0b = dx=A"db

jox|< | job]  mm (o)
Ax=b = b=Ax

Il <Al [

(11 (2)
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A~ ool A

De (1) y (2) se Obtienci/— B SN ||f;ﬁ||

ComoK(A) es el niimero de condicién, donk¢A) =|A HA‘lH

D

b

K _
X =P

b)
Considerando que sélo b sufre perturbaciones:

CIN:
X =P

Usando norma infinito:  [|A[|, = maxZ|a,k| (suma por renglones)
I<i<n

o], = miaﬂbil
a,|= 2+1=3
ay|= 1+2+1=4 O|A|, =4

ay|= 1+2+1=4
1

De manera analoga, pard Ase obtiene: HA _le =45
Luego : K(A):WWHA_le =18
Ademas se tiene qué| = 2.001 y [0H = 00005entonces:

M I A _1g00005_ 10
X b~ 2001

c) El nimero de condicion K(A) es siempre mayor quikiego el valor 0.001 no es
posible.
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